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1 準備・基本事項
定義 1.1. （非有界の場合もあり得る）区間 J  R と写像 u : J ! Rn を考える．u の全変動は
Tot:Var:fug = sup
 NX
j=1
ju(xj)  u(xj 1)j

(1.1)
  すべての N  1 とすべての N + 1 個の点 xj 2 J (x0 < x1 <    < xN ) について上限をとる 
で定義される．(1.1)の右辺が有限値のとき u は有界変動であるという．
定義 1.2. ベクトル u+ 6= u  と単位法線ベクトル n 2 Rm が存在して，
U(y) =
(
u  if y  n < 0
u+ if y  n > 0 (1.2)
として
lim
r!0+
1
rm
Z
jyj<r
ju(y + y)  U(y)jdy = 0 (1.3)
が成り立つとき，関数 u は点 y において近似跳躍不連続であるという．
2 不連続解
f : Rn ! Rn を滑らかなベクトル場とする．
定義 2.1. コンパクトな台を持つ任意の C1 級の関数  : 
! Rn に対してZZ



ut + f(u)x
	
dxdt = 0 (2.1)
が成り立つとき，開集合 
  R R から Rn への可測関数 u = u(t; x) を保存則系
ut + f(u)x = 0 (2.2)
の超関数解という．
補題 2.1. u ; u+ 2 Rn;  2 R として，区分的定数値関数
U(t; x) =
(
u+ if x > t
u  if x < t
(2.3)
1
を考える．このとき，(2.3)の関数 U が (2.2)の解であることと
(u+   u ) = f(u+)  f(u ) (2.4)
が成り立つことは同値である．このベクトル方程式 (2.4)は有名なランキン‐ユゴニオ条件 である．
3 リーマン問題

  Rn を開集合とし，f : 
! Rn を滑らかなベクトル場とする．リーマン問題とは，保存則系
ut + f(u)x = 0 (3.1)
に対して，
u(0; x) =
(
u  if x < 0
u+ if x > 0
(u ; u+ 2 
) (3.2)
の形の区分的定数値関数を初期データとする初期条件を持つ初期値問題のことである． 点 u における f の偏微
分の n n ヤコビ行列 A(u) = Df(u) を用いると，(3.1)は ut +A(u)ux = 0 と書ける．
定義 3.1. 行列 A(u) が任意の u 2 
 に対して，n 個の相異なる実固有値 1(u) <    < n(u) を持つとき，保
存則系 (3.1)は強双曲形であるという．
本章では，次の仮定 (|) の下，十分近い u ; u+ に対するリーマン問題 (3.1)-(3.2)の弱解を構成する。
(|) 保存則系 (3.1) は，開集合 
  Rn で定義されていて，滑らかな係数を持つ強双曲形である．各
i 2 f1;    ; ng に対して i  特性場は真性非線形か線形退化のどちらかである．
リーマン問題 (3.1)-(3.2)の解は，t -x 平面の n 個の異なる区域ごとのリーマン問題の解をつなぎ合わせるこ
とで構成することができる．強双曲性と連続性より， 1  +1 <  2  +2 <    <  n  +n と仮定できる．
このとき，区分的に滑らかな関数 u : [0;1) R! Rn は
u(t; x) =
8>>><>>>:
u  if x=t 2 ( 1;  1 )
u+ if x=t 2 (+n ;1)
!i if x=t 2 (+i ;  i+1); i = 1;    ; n  1
Ri(s)(!i 1) if x=t 2 [ i ; +i ]; x=t = i(Ri(s)(!i 1)); i = 1;    ; n  1
(3.3)
と定められる．ここで，Ri()(u0) は u0 を通る i  膨張曲線を表す．
定理 3.1. 仮定 (|) が成り立つとする．このとき，任意のコンパクト集合 K  
 に対して  > 0 が存在して，
リーマン問題 (3.1)-(3.2)は u  2 K; ju+   u j   となるときはいつでも (3.3)の形の唯一つの弱解を持つ．
4 単独保存則
この章では，f : R! R は局所リプシッツ連続，u 2 L1loc の仮定の下での，スカラー保存則のコーシー問題
ut + f(u)x = 0 (4.1)
u(0; ) = u (4.2)
2
を考える．任意の k 2 R とコンパクトな台が t > 0 の半平面に含まれるような任意の非負関数  2 C1c (R2) に
対して不等式 ZZ ju  kjt + (f(u)  f(k))sgn(u  k)x	dxdt  0 (4.3)
が成り立ち，(4.2)を満たすような連続写像 u : [0;1)! L1loc(R) を (4.1)-(4.2)のエントロピー解という．
初期条件 u は区分的定数で集合 2 Z := f2 jjj 2 Zg の内部に
値を取ることを仮定する．x1 <    < xN を u が跳躍する点とす
る．各 xi で左右の極限 u(xi ); u(xi+) 2 2 Z を考える．対応す
るリーマン問題を解くと，十分小さい t > 0 で定義された局所解
u = u(t; x) を得る．この解は，２つ以上の（異なるリーマン問題の
t = 0 から現れる）不連続な直線が互いに交わるような１番目の時刻
t1 > 0 まで延長できる．
u(t; ) の値は常に集合 2 Z にあるので，上の手順によると，相
互作用によって生成される新しいリーマン問題を解くことができる．
解は波面の相互作用が起こる２番目の集合の時刻 t2 > t1 まで延長さ
れ，同じように続いていく．相互作用の総数は有限であり，解はすべての t  0 に対して延長できる．
5 系に対するコーシー問題
この章では，以下の仮定 (|) の下でのコーシー問題
ut + f(u)x = 0 (5.1)
u(0; x) = u(x) (5.2)
の解の大域的な存在性について考える．
(|) 保存則系 (5.1)の n  n 系は，開集合 
  Rn において u に対して定められた滑らかな係数を持つよう
な強双曲形である．各特性場は真性非線形か線形退化のどちらかである．
エントロピー流束 q を持つような系 (5.1)に対する凸エントロピー  を与えると，解 u はエントロピー不等式
(u)t + q(u)x  0 (5.3)
を超関数の意味で満たすとき，  許容的であるという．
定理 5.1 (エントロピー解の大域的な存在性). 基本的な仮定 (|) の下，以下の性質をもつ 0 > 0 が存在する．
Tot:Var:fug  0 (5.4)
を満たす任意の初期条件 u に対して，コーシー問題 (5.1)-(5.2)はすべての t  0 で定義された弱解 u = u(t; x)
を持つ．さらに，系 (5.1)が凸エントロピー  を持つとき，  許容的な解 u が存在する．
定義 5.1. 保存則系 (5.1)の " ‐ 近似波面追跡解とは，区分的定数値関数 u = u(t; x) (u : [0;1)! L1loc(R;Rn))
であって，それらの跳躍は t -x 平面上の有限に多くの直線 x = x(t) に沿ってあり，ランキン‐ユゴニオ条件
をほぼ満たすものである．また，その跳躍は，衝撃波（または接触不連続波），膨張波，非物理的な波の３種類で
3
ある．さらに，u の初期値が
jju(0; )  ujjL1 < " (5.5)
を満たすとき，u はコーシー問題 (5.1)-(5.2)の " ‐近似波面追跡解であるという．
波面追跡近似を生成するアルゴリズムを説明する．構成は，u の区分的定数近似 u(0; ) であって
Tot:Var:fu(0; )g  Tot:Var:fug  0; jju(0; )  ujjL1 < " (5.6)
を満たすものを取り，t = 0 で始まる．x1 <    < xN を u(0; ) の不連続点とする．各  = 1;    ; N に対し
て，跳躍 (u(0; x ); u(0; x+)) によって生成されたリーマン問題は，t -x 平面の (0; x) の前方の近傍で，
u(t; x) = '((x  x)=t) with ' : R! Rn; 区分的定数
の形の関数によって近似的に解かれる．より正確には，リーマン問題の厳密解が衝撃波と接触不連続波のみを含
むとき，u を，すでに区分的定数である厳密解に一致させる．一方，有心膨張波の場合，それらは特性速度に近
い速度で進むいくつかの小さな跳躍を含むような有心膨張扇によって近似される．
近似解 u は，２つ以上の波面の相互作用の集合が初めて生じるような時刻 t1 まで延長できる．u(t1; ) も区分
的定数値関数なので，対応するリーマン問題は区分的定数値関数の族の内部で再び近似的に解かれる．そして，
解 u は波面相互作用の２番目の集合が生じるような時刻 t2 まで続けられ，その後も同じように続く．
一般 n n 系に対して，波面の数が有限時間で無限大に達して構成が壊れることがあることに難しさがある．
波面の数が有限時間に無限にならないことを保証するアルゴリズムに修正する必要がある．区分的定数値関数
の族においてリーマン問題を解くための２つの異なる手順を使う：(i)いくつかの新しい波面を生成する正確な
リーマンソルバー ，(ii)出ていく波面の最小の数を含む簡単にしたリーマンソルバー ．すべてのリーマン問題
を正確に解くことができれば，波面の数は有限時間  以内で無限大に近づくだろう．しかしながら，全変動は
小さいので，それより先の相互作用によって生成される新しい波面はとても小さい．それらの大きさが閾値パラ
メーター  > 0 より小さくなるとき，非常に小さい大きさの新しくて単一の（非物理的な）波面を生成するよう
な簡単にしたリーマンソルバーが使われる．よって，波面の総数はすべての時刻で有界である．
以下の条件も採用して「任意の波面は，同じ族で異符号の他の波面と相互作用して完全に打ち消される場合を
除いて，時刻の進行とともに一意に続く」ことを保証する．
(P) 正確なリーマンソルバーにおいて，入ってくる波面の１つの同じ族の膨張面は，（たとえそれらの強さが
 より大きくても）決して分割されない．
近似解の構成は３つのパラメーターを含む：(i)すべての特性速度より大きい固定した速度 ^ ，(ii)膨張面の最
大の強さを抑制する小さい定数  > 0 ，(iii)正確なリーマンソルバーか簡単にしたリーマンソルバーのどちらを
使うかを決める閾値パラメーター  > 0 ．
これで，アルゴリズムの定義は完成した．
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